Lisbon School
of Economics

& Management
Universidade de Lisboa

Licenciatura em Gestao do Desporto
2.° Ano/2.° Semestre
2023/2024



Aulas Teorico-Praticas N.9% 10 e 11 (Semana 6)

Docente: Elisabete Fernandes
E-mail: efernandes@iseg.ulisboa.pt




Conteudos Programaticos

Aulas Tedrico-Praticas Aulas Tedrico-Praticas Aulas Tedrico-Praticas Aulas Tedrico-Praticas
(Semanas1ab) (Semanas5a7) (Semanas7a9) (Semanas 10 a 13)
- Capitulo 1: Revisdes e «Capitulo 2: Estimacdo «Capitulo 3: Testes de «Capitulo 4: Modelo de
Distribuicdes de Hipoteses Regressdo Linear
Amostragem Mdaltipla

Material didatico: Exercicios do Livro Murteira et al (2015), Formuldrio e Tabelas
Estatisticas

Bibliografia: B. Murteira, C. Silva Ribeiro, J. Andrade e Silva, C. Pimenta e F. Pimenta;

~ \ ’, . a .
Introducdo a Estatistica, 2% ed., Escolar Editora, 2015. https://cas.iseg.ulisboa.pt



- ® |0|

Metodo dos Momentos

Estimadores



Métodos de Estimacao

Vamos entao falar dos principais métodos de estimacao paramétrica.

Dos métodos de estimacao paramétrica vamos referir:

o Méetodo dos momentos je

o Método da Maxima verosimilhanca
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Métodos dos Momentos

Introduzido por Karl Pearson no inicio do século XX, foi o primeiro
método de estimacao a ser apresentado e que tem uma filosofia muito
simples.

O meétodo consiste em:
— considerar como estimadores dos parametros desconhecidos as so-

lucbes das equacbes que se obtém iqualando os momentos tedricos
aos momentos empiricos. [ Gt Momentos populacionas
i Momentos amostrais

E um método de aplicacdo geral, tendo como Unica condicdo que a modulol_aula3 4 Estimagéo.pdf
distribuicao tenha um numero suficiente de momentos (tedricos).
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Métodos dos Momentos

Sejam 01, ..., 0 parametros desconhecidos de uma v.a. X.
O meétodo dos momentos consiste em igualar momentos tedricos e
momentos empiricos, i.e.,

E[X] = m] o/ mh=43x
E[X?] = m, c/ my = L3y xF

E[Xk] = mi( c/ mi( - 11_12?:1 Xi!k

mj = 1377 . xK sdo os chamados momentos empiricos, calculados a
custa da amostra (x1, ..., Xn).

Aquelas igualdades dao-nos estimativas que sao concretizagao dos
estimadores com as expressoes correspondentes. o)
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Métodos dos Momentos: Exemplo

Considere-se X N N(l, 02). Quais sdo os estimadores
dos momentos de p e g2?




Métodos dos Momentos: Exemplo

Consideremos X — N (u, o). Quais os estimadores de momentos de

e 027
Tem-se : e o 1x u=x
E[X] = o M =150 X=X |Hi)
21 _ 2, 2 A IV =t n ,
donde Y n

modulol aula! ! Estlmacalo.pa!

Portanto, os estimadores sdo:
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Métodos dos Momentos

Os calculos nao sao complicados, mas no calculo dos momentos
empiricos aparecem poténcias de expoente elevado quando ha muitos
parametros, conduzindo a estimativas instaveis.

Por isso, como regra pratica deve evitar-se recorrer ao método dos
momentos para mais de quatro parametros.

Nota: Os estimadores obtidos pelo método dos momentos sao menos
eficientes do que os estimadores de maxima verosimilhanca, que
passamos ja a apresentar.

modulol _aula3 4 Estimacao.pdf

9, o
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Exercicio Suplementar que ndo consta

do livro Murteira et al (2015)

Exercicio 1: Suponha que X1, X2, ., Xn € uma a.a. proveniente de
uma distribuicdo exponencial com o parametro A. Determine o
estimador dos momentos de A.




Exercicio 1: Estimador dos Momentos

f@)=re ™ 0sx<w
1
y=E(X)=i-
l"“omloeklﬂm‘m' é‘m';

n
¢ Memento e ?’Hq’gzﬂ ‘é[x] o i
E

Mitedo doo Mementos E ["] . %




Exercicio Suplementar que ndo consta

do livro Murteira et al (2015)

Exercicio 2: Seja X1, X2, ., Xn uma a.a. que segue umav.a. com
funcéo densidade de probabilidade dada por

f{X|“} = (H - 1} . x“ l““}(:{] o o> U

Encontre um estimador para a utilizando o método dos momentos.




555{(670 ’;429 o2 ool ob emendd }(1 = mg

jEO7 (- o [0 e

0

Tabela 1.1: Tabela de Primitivas Elementares

7 Pf=F
c,celR cx
x* (0#—1) e
a+l

1 log|x|

.

e.\' e.\
€osx sinx
sin x —CosXx
sec’ x tgx

cosec’x —cotgx
1 arctgx
+x°
1 arcsiny
o 1=x?
coshx sinhx
sinhx cosh x

Toépico 08 .pdf (usp.br)
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Exercicio 2: Estimador dos Momentos

Assim,

Segue que,

Portanto,
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Seja uma populacdo com funcdo probabilidade
fx18)=60(1-6)" (x=0,1,2,3,...),

onde 0<@<1. Sabe-se que E(X)=(1—6)/6. Recolhida uma amostra casual de di-

mensao 1000 observou-se X%°x, =980.

a) Obtenha uma estimativa para € pelo método dos momentos.

b) Determine o estimador de maxima verosimilhanca para 6.

¢) Calcule, justificando, a estimativa da maxima verosimilhanca para a média da
populacao.

d) Reparametrize a distribuicdo em funcdo de u# = E(X), e utilize a nova funcio
probabilidade para estimar a média da populacao.

Mostre que T = L%’ X, ¢ estatistica suficiente para 6.




Exercicio 1 a)




Exercicio 1 a)




3. Considere uma variavel aleatoria X cuja distribuicdo depende dos parametros o e

@, paraaqual se tem E(X)=af e Var(X) = a 6*. Sabendo que numa amostra ca-
sual de 320 observagdes se obteve ¥%'x, =22.2 e ¥2)x7 =535.8, apresente, justifi-

i=l"%

cando, uma estimativa para os parametros desconhecidos.




Exercicio 3







Exercicio 3




Exercicio 3




4. Num saco existem @ bolas, numeradas de 1 a . Extraiu-se, ao acaso e com repo-

sicdo, uma amostra de trés bolas, tendo-se observado: 13, 5, 9.

a) Calcule a estimativa do nimero de bolas existentes no saco, pelo método dos
momentos.

b) Obtenha a estimativa da maxima verosimilhanca para 8.

¢) Com base nas estimativas obtidas nas alineas anteriores o que pode dizer sobre

os estimadores que as originaram.




Exercicio 4 a)




Exercicio 4 a)




5. Considere uma amostra casual de dimensdo n retirada de uma populacdo com
distribuicdo dada por:

f(xlé‘)z%, (—@<x<8),para >0.

Calcule um estimador para € pelo método dos momentos.




Exercicio b







- ® |0|

Método da Maxima Verosimilhanga

Estimadores

32



Métodos de Estimacao

Até aqui falamos em estimadores e nas propriedades que devem
possuir. Interessa ter procedimentos que construam estimadores com
boas propriedades.

Vamos entao falar dos principais métodos de estimacao paramétrica.

Dos métodos de estimacao paramétrica vamos referir:

o Método dos momentos e
o|Método da Maxima verosimilhanca
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Funcao de Verosimilhanca

Seja X uma v.a. cuja distribuicao depende de um parametro 6,
desconhecido, e (Xj, ..., X;) uma amostra aleatéria. Seja (xy, ..., Xp) @

amostra observada.

Definicao
Chama-se verosimilhanca da amostra e representa-se por
L(6|%1, X2, ..., Xp) A

n
f(x1,...., xn|0) = T f(xi|0) caso continuo
i=1

n
P(Xi = x1,..., Xn = xa|0) = [] P(Xi = xi|#) caso discreto

i=1

modulol aula3 4 Estimacio.pdf

- o) o
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Método da Maxima Verosimilhanga

O método da maxima verosimilhanca, proposto por Fisher em 1922 e
desenvolvido em 1925 consiste em escolher como estimativa de ¢ o
valor que maximiza a verosimilhanca £(0|x, ..., Xp), face a uma
amostra observada (xi, ..., Xp).

. modulol aula3 4 Estimacéo.pdf
W
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Funcao de Log-Verosimilhanca

Em muitas situacdes as fungdes de verosimilhanga satisfazem
condicdes que permitem que o valor para o qual a versomilhanca &
maxima seja obtido por derivacao.

Porém, e como a fungao logaritimca € mondtona, regra geral € mais
comodo trabalhar com a fungao log-verosimilhanca,

log £(0]x)

modulol_aula3_4_Estimac&o.pdf O
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Método da Maxima Verosimilhanga (MMV)

Entdo, no caso de existirem derivadas (e para um unico parametro 9),
o valor do maximizante é obtido de modo que:

dlogﬁ_0 d?log L

g 9 ¢ gz <0

n

dlogLl Z dlog f(x;|0)

Note-se que 20 90

i=1

A solucao, 0(xq, ..., X,) é a estimativa de maxima verosimilhanca,
que € uma realizagao da v.a. © = O(Xj, ..., Xp).

modu(lsl aula3 4 Estimacao.pd o
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MMV: Exemplo 1

Considere-se X N P(A) e a amostra (0, O, 2, 5, 3, 1).
Determine uma estimativa de maxima verosimilhanca
de A?




MMV: Exemplo 1
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MMV: Exemplo 1

. -62 1 -6Aa &
?15532- %[ﬁ): - C e / A 4 e -’g a7 _ n ’ n—1,.1.
— TSI LYy=u =Yy =nu u;
Cael - o w a- U 2.y = ¢ = y' = 0, onde k é uma constante real;
-—° & - = = -
_Ca © y=w =y =vv+rvu
g (alc 3L ..o o *I co U ,  uv—vu
_ . _ — = e S—
AsL 4.9 . Y 22
_QIN-\/(?‘)-:_.__E_)_ 5_y:au:>yf:auana)u’,(a>0,a7£1)

e U ! Ugy,!
6by=€e =y —e'u

@4555 2” B [P SNV N e mexi—Fen %(?&) ; u
S PN 7.y:logau=>yzalogae

~— P X 1~ & [=] 7 ].
Ve o . ; > P‘”%’ﬁ) S.y:lnuéy’:;u'
-k
@ (3= Loim?ll'-l&hl 9.y =u’ =y =vu’ W + v (lnu)v

10.y =sinu =y’ = u'cosu

0 k) —Ca culogn - Cog( )

) 1.y =cosu =y = —u'sinu
7
(6raya)) = — € +“_l;1f 12.y:tanu:>y’:u’seCQu,desdequemgé(2n+1)§,nEZ;
[€n ey(a)) b - -U o, ¢ A ; 13.y = cotu = ' = —u/ csc? u, desde que x # nm,n € Z;
a Claudia Nunes &

s = ol < A it (s
ombleta Takela de'Derivatias e Integraiss
L~ ._GA(—._.%.L;D@) &:_._[L = - o
=



https://matematicasimplificada.com/tabela-derivada-integral/#google_vignette

MMV: Exemplo 2

Considere-se a v.a. X N Exp(n) e a amostra (1.2, 0.5, 3).
Determine uma estimativa de maxima verosimilhanca de u?




MMV: Exemplo 2
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Propriedade Fundamental dos EMV:
Invariancia
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Exercicio Suplementar que ndo consta

do livro Murteira et al (2015)

3. Considere uma populagdo com distribuicdo de Bernoulli, com parametrop, com0 <p < 1.
a) Derive o estimador de maxima verosimilhanga para o parametro p.
b) Foi obtida uma amostra de dimensdo n = 3, cujos valores observados foram (1, 1, 0).
i. Esboce o grafico da funcdo de verosimilhanca e interprete-o.
ii. Forneg¢a uma estimativa para p com base no método da maxima verosimilhanga.

ProbabilidadesEstatistica 2019 (uevora.pt)
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Exercicio 2 a): Estimagao de Maxima Verosimilhanga

a) Funcado de probabilidade (f. p.):
fp)=p*1-p)*% x=0,1,com0<p< 1.

Funcdo de verosimilhanca:

n n
L(p) = nf (xi;p) = npru — p)1%i = pEita%i(] — p)nTima X,
i=1 i=1

(»-

Logaritmo da fung¢do de verosimilhancga:

In(L(p)) = in Inp +

i=1

)In(l - D).

i

n
Xi
=1

ProbabilidadesEstatistica 2019 (uevora.pt)



https://dspace.uevora.pt/rdpc/bitstream/10174/25959/3/ProbabilidadesEstatistica2019.pdf

Exercicio 2 a): Estimagao de Maxima Verosimilhanga

Condicdo de 12 ordem:
n

aln(L(P)) @le() (n ZxE)E%):0@(1—p)in—p(n—2xi)=0

L—1 i=1
Xi
@in—pnzmap: o
i=1 i=1
Condicdo de 22 ordem:
O*nL(p;x)  Ximx (-X,x)D o Eiin (- B x)

<0,

a2  p? 1-p2  p? (1-p)?
poisx; > 0,p2>0,n>0,(1—-p)?>0en=>Y", x; poisx; = 0ou 1.
Portanto, o estimador de maxima verosimilhanga é:

lin’
=1

p=

ProbabilidadesEstatistica 2019 (uevora.pt)
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Exercicio 2 b) i e ii: Estimagao de Maxima
Verosimilhancga

b) i) Substituindo em L(p), (x4, x,, x3) pelos valores observados na amostra, (1, 1,0), obtemos,
L(p) =p*(1-p).

0,16 A

0,12 A

ap; 1: 1: 0) 0,08 4
= p¥(1-p)

0

T T T T T T T 1

o 0102 03 04 05 06 07 08 0,

A funcgdo de verosimilhanga atinge o seu valor maximo quando o p se situa perto de 0,65, sendo este o
valor de p mais provdvel que deu origem a observagao desta amostra.

. 2 ; ProbabilidadesEstatistica 2019 (uevora.pt)
i) p= § = 0,6667'
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Exercicio Suplementar que ndo consta

do livro Murteira et al (2015)

2. Seja X1,X,, ..., X, uma a. a. de uma distribuicao Normal, X ~ N(u; o). Estime os parametros u e o pelo
método:

b) Da maxima verosimilhanga.

ProbabilidadesEstatistica 2019 (uevora.pt)
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Exercicio 2: Estimagao de Maxima Verosimilhanga

b) Func¢ao densidade de probabilidade (f. d. p.):

J(ﬂ)"’
f(x; p,0%) = > —e 200/, —oo<u<+4e, >0
To
Fungao de verosimilhanca:
n n
L =0 LIPS e
£(u,02)=1_[f(xi:#,02)=1_[ ——e 2\ 07 ) =————¢ 2027077
=1 -1 V2ma? (”znaz)n
__ 1 e—%ﬁ?ﬂ(xs—.u)z
— .
(2no?)z

Logaritmo da func¢ao de verosimilhancga:

In(L(p, 02)) = —;(In(Z) + In(m) + In(az)) —2%'22(1:1- — 2.
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Exercicio 2: Estimagao de Maxima Verosimilhanga

Condicdes de 12 ordem:
dlnL (u,0?)
du

dlnL (u,0?)
da?

=0

= 3

ProbabilidadesEstatistica 2019 (uevora.pt)
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Exercicio 2: Estimagao de Maxima Verosimilhanga

Condicdes de 22 ordem:

(02InL (u,0?) 1
= - 2n <
ou? 252" 0

92InL(u0%) n 1 itxi—w(
\ dot 20t 4
=1

2
Xi— n1i
(xj—p) > .

o 2 0

H 2
poisn > 0,0 > 0,X",

ProbabilidadesEstatistica 2019 (uevora.pt)
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Exercicio 2: Estimagao de Maxima Verosimilhanga

Portanto, os estimadores de maxima verosimilhanca obtidos foram:

ProbabilidadesEstatistica 2019 (uevora.pt)
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Seja uma populacdo com funcdo probabilidade
fx18)=60(1-6)" (x=0,1,2,3,...),

onde 0<@<1. Sabe-se que E(X)=(1—6)/6. Recolhida uma amostra casual de di-

mensao 1000 observou-se X%°x, =980.

a) Obtenha uma estimativa para € pelo método dos momentos.

b) Determine o estimador de maxima verosimilhanca para 6.

¢) Calcule, justificando, a estimativa da maxima verosimilhanca para a média da
populacao.

d) Reparametrize a distribuicdo em funcdo de u# = E(X), e utilize a nova funcio
probabilidade para estimar a média da populacao.

Mostre que T = L%’ X, ¢ estatistica suficiente para 6.




Exercicio 1




Exercicio 1h)




Exercicio 1h)




Exercicio 1 ¢)




7. O tempo que um aluno leva a responder a uma pergunta do exame € uma varidvel
aleatéria com distribui¢do exponencial de parimetro 4. Numa amostra casual de 40
observacdes verificou-se um total de 480 minutos.

a) Obtenha o estimador da mdxima verosimilhanga para A .
b) Determine a estimativa da mdxima verosimilhanca para a percentagem de per-
guntas que sdo resolvidas em menos de 15 minutos.
¢) Se um exame tiver oito questdes, obtenha uma estimativa para a probabilidade
de as resolver todas, sabendo que a duracao da prova € 2 horas.




Exercicio 7 a)




Exercicio 7 a)




Exercicio 7 b)







8. Admite-se que o tempo de reparacdo de certo tipo de maquinas, X, segue uma dis-
tribuicdo normal de pardmetros desconhecidos. A fim de estimar esses parimetros
recolheu-se uma amostra aleatéria de tempos de reparacdo (em minutos). Os dados
sa0 0s seguintes:

n=10,"x =846 ¢ > " x’ =71607.

Estime a probabilidade do tempo de reparagdo de uma maquina ser inferior a 83 mi-

nutos.




Exercicio 8




Exercicio 8




Exercicio 8
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